Intégrales de Fourier quadratiques et calcul symbolique exact sur le groupe d'Heisenberg  by Gaveau, Bernard et al.
JOURNAL OF FUNCTIONAL ANALYSIS 68, 248-272 (1986) 
Intkgrales de Fourier quadratiques et calcul 
symbolique exact sur le groupe d’Heisenberg 
BERNARD GAVEAU 
Universilk Pierre et Marie Curie, MathPmatiques, tour 45-46, 5>me krage, 
4, place Jussieu, 75230 Paris Cedex 05, France 
PETER GREINER 
Department of Mathematics, University of Toronto, Toronto, Ontario MSS IAI, Canada 
ET 
JACQUES VAUTHIER 
Universite Pierre et Marie Curie, MathPmatiques, tour 45-46, 5@me btage, 
4, place Jussieu, 75230 Paris Cedex 05 
Communicurrd hy Paul Mulliuvin 
Received October 22, 1985; revised October 1985 
We construct an exact symbolic calculus for invariant operators on the Heisen- 
berg group using a Fourier transform with a quadratic exponent of Leray type. 
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En analyse harmonique commutative, la transformation de Fourier 
rtduit l’action des optrateurs differentiels a coeffkients constants A un pro- 
bleme de division, ce qui permet de developper le formalisme pseudodiffe- 
rentiel. Ce formalisme traite de facon satisfaisante les problemes elliptiques 
locaux en les considerant comme de petites pertubations du laplacien; son 
eflicacite resulte de ce que l’on connait parfaitement les noyaux de Green et 
de la chaleur du laplacien. 
Le niveau de difficulti: suivant est celui des groupes nilpotents de rang 2; 
les operateurs hypoelliptiques les plus simples peuvent aussi Ctre consider& 
comme de petites perturbations de ceux naturellement associts a ces grou- 
pes de rang 2. Cependant, le formalisme pseudodifferentiel adapt6 est trb 
peu developpe (la seule reference est [3]). Nous allons developper ici l’ana- 
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logue de la transformation de Fourier, de facon aussi effective que possible 
ce qui va permettre de construire un calcul symbolique exact sur le groupe 
d’Heisenberg, puis sur les groupes nilpotents libres de rang 2 quelconques, 
en utilisant un principe un peu different de la theorie des representations 
(ici il faut remarquer que la theorie des representations nest effective que si 
l’on parvient B construire des bases tres particulieres des espaces fonction- 
nels de representation, ayant des proprietes analogues a celles des fonctions 
eixs). 
L’idte est la suivante: le groupe d’Heisenberg Porte trois champs X, Y, T 
satisfaisant [X, Y] = T, T central. Apres transformation de Fourier prelimi- 
naire sur T, nous utilisons une transformation de Fourier quadratique du 
type de celles ttudiees par Leray [S], qui est inversible par une transforma- 
tion du meme type et qui reduit (X, Y) a (d/dx, x) ou (y, d/dy) selon le 
signe de la variable duale de T et reduit ainsi le probleme a deux problemes 
a 1 variable. Cela permet de detinir, le symbole d’un operateur invariant a 
gauche general, la composition des symboles, puis en passant a une base 
adaptee formte de fonctions d’Hermite nous montrons que le calcul symbo- 
lique obtenue est exactement l’image par la transformee de Fourier quadra- 
tique du calcul symbolique de Laguerre dtveloppe par Greiner [4]. Cette 
transformation de Fourier quadratique prtsente a la fois plusieurs proprie- 
tes remarquables: elle est unitaire et elle simplilie les operateurs invariants a 
gauche et leur composition; elle opere a la fois sur les variables q de l’es- 
pace de base et les variables p canoniquement conjuguees, en les melan- 
geant, mais de facon differente selon les regions consideres de l’espace 
cotangent; entin, elle fournit de facon naturelle des bases commodes des 
espaces de representations. 
Ce travail developpe le cas du grouppe d’Heisenberg. Une publication 
ulterieure traitera le cas des groupes nilpotents de rang 2 quelconques. 
I. CHAMPS INVARIANTS A GAUCHE ET 
TRANSFORMATION DE FOURIER PARTIELLE 
Soit H, le premier groupe d’Heisenberg, H, est identifie a R3 muni de la 
loi suivante: 
(x, y, t) . (x’, y’, t’) = (x + x’, y + y’, t + t’ + 2(x’y - y’x)). 
Posons g = (x,, x2, t), les champs invariants a gauche sont alors 
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et de la m&me facon 
Soit z la variable conjugute de t, nous noterons par @, j... la transformee 
de Fourier partielle en t d’une fonction dtfinie sur H, et representte par 
une lettre grecque cp, x... (Greiner [4]). On posera done: 
@(x,.v,T)=jR e-‘“cp(x,y, t)dt. 
On a done: 
x7;;=(&+2iTx2) @ 
G=(&-2iTx,) @ 
T= it@ 
pour tout fonction cp de l’espace sP(R’). 
DEFINITION 1. On posera, par definition, x,4 = XT j = 1, 2. 
II. TRANSFORMATION DE LERAY 
Leray dans [S] a montrt comment, a partir d’une transformation sym- 
plectique on pouvait dttinir un automorphisme de .4p(W2). Plus prtcise- 
ment, soit A la forme quadratique definie par 
h?x’)=$(Px,x)-(Lx,x’)+;(Qx’,x’) 
ou ( , ) est le crochet de dualitt entre lR2 et son dual, P, L et Ctant des 
endomorphismes symetriques de R2 dans son dual, avec det L # 0. 
On associe a A, l’endomorphisme de 9’(l)%*) defini par 
(SAY)(x) = (2.) m j-R2 eivA-‘)f(x’) dx’ 
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avec arg(Jdtt L) = (n/2) m(A), m(A) etant par definition l’indice de 
Maslov de A [5]. 
Soit z= R2@ (w’)* muni de la structure symplectique 
[x +p, x’ + p’] = (p, x’) - (p’, x). 
L’image sA de SA dans le groupe symplectique de Z est alors donnee par 
SAX, P) = w, P’) si et seulement si p = aA/ax 
i p’ = -aAfax’. 
Notre propos ici est de partir de l’identilication par l’isomorphisme de 
Von Neumann de (Tr, 2,) avec (x, d/dx) par l’intermtdiaire de leurs sym- 
boles pour construire s puis A tel que sj = s. Ainsi, a une constante prb, le 
symbole de J?, est t1 + 22x,, celui de X2 est c2 -25x,. On Ccrira: 
5, +2Tx2=13x; 
<* - 2zx, = ng; 
ou L est un scalaire que l’on choisira pour que s soit symplectique. Nous 
difinissons done une application 
s:(x,,x2,4,,52)~(x;,x;,5;,~;) 
par la matrice 
on exprime que [s] est symplectique et on trouve que 2 = 2 J pour r > 0. 
On a ainsi: 
LEMME 2. Une fonction gtbkratrice A associke Ir I’automorphisme sym- 
plectique s est don&e par 
A(x, x’)= A(x,, x2, xl,, x;)= -2~x,x,+2 &(x;,, +x;x2)-x;x;. 
Preuve. De aA/ax, = ti et aA/dx: = -&, ayant les expressions uivantes: 
51=2~x;-2zx,, 5+x;-2&x, 
52=2Jr;x;-2Tx,, g=x;-z&x,. 
On en deduit A. 
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On peut alors prouver: 
TH~OR&ME 3. L’inverse de l’application S, est dt$nie par S,- avec 
2(x, x’) = -A(x’, x). 
Preuve. On va utiliser que j eiclxt dt = (f/a) 2716(x) oli 6 est la masse de 
Dirac. Ici m(A) = 1 et dtt L = -47; done: 
S,-S,f =& (dtt L) jR2x,2 eiv(A)(&Y’) + iv~(Y.x)f(xf) dx dx’. 
Comme A(x, x’) + d(y, x) = 2x, J (XL - y2) + 2x, Jr (xi - y,) +yl y, - 
.r;x;, en intkgrant tout d’abord en x1, on obtient (27+2 A) 6(,x; - yz) 
puis en xi, (z/v &) f(x’, , y2) e -iX; Y2. On intkgre ensuite en x2, on obtient 
(271/v2 J;) 6(x\ - y,) puis en x’, pour obtenir e&n: 
qui multiplik par dtt L = -47 et - v2/4n2 fournit 
COROLLAIRE 4. S, se prolonge en un automorphisme unitaire de L*(R*) 
sur lui-mtme. 
Preuve. On se ram&e i v = 1. Alors comme d&t L = -4s, 
e i(~2rr,x2+2J;(x;x,+xi"2)-~;.~;) f(x; x;) dx; dx; 
or Ilf(x;, xi) e--“;“;11L2 = IlfllL2 et de m&me, llSA(f)llLz = 
IIS, e2ir(xi.y2) 11 Lo. I1 s&it done de montrer que 
g(x,,~~)=~je~~~(~~~~~“~~*)h(X;,~;)d~;dr; 
7c 
est une isomktrie; ceci rksulte de 1’6galitC suivante qui exprime la succession 
de deux transformkes de Fourier 
,2i J;+4 dxj, - & 1 e2i AX;“zh(x;, xi) dx’, . 
Le lemme suivant explicite le lien entre la transformge de Leray SA et les 
oplrateurs 8,) 8, ; on prend v = 1 dans toute la suite de l’article. 
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LEMME 5. Pour T > 0, on a les relations suivantes: 
2, S,(f) = 2i j; S,Mf) et (~-2ix,,)SAcl)=2J;SA(~) 
%S,(f)=2&S, (&f) et (~+2ix~~)SA(f)=ziJ;SA(x;f). 
Preuve. On a tout d’abord 
KS,(f)=, J (-& + Zirx,) jR* eiA(x+‘lf(Xf) dX’ 
J; =- 
n 
JR2 ( - 2izx, + 2 & xii + Zizx,) eiA(x,x’)f(x’) dx’ 
De m&me pour 2,: 
R2sA(f)=$ (&-2Tix’) JR2 eiA(x*x’)f(xf)dxf 
(-4izx, + 2i & xi) eiA(X*X')f(x') dx’ 
=zJ~J i(x’-2,/;x )eiA(x,x')f(x')dxr 
E49 ' 
I 
71 
et en intkgrant par parties: 
Les deux autres relations sont analogues. 
DEFINITION 6. On &tend la transformation SA au cas T c 0 en Ccrivant 
z = - (~1. Ainsi si T -C 0, nous aurons h utiliser les formes 
~-2i~~~x2)sA(f)=2\Ir;lsA(~) 
1 1 
et 
~+2i~r~xl)sA~f)=2i~sA(x;/). 
2 
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DEFINITION 7. Pour cp chaque L2(H,), on considere la transformte de 
Fourier partielle ~$5 que l’on decompose n 
avec @’ = 41 (r,O}, v = $II (T < ,-,) . On d&kit alors 
S,‘(p’=f f 
S,‘(y=f ~ 
qui induit un isomorphisme 2: L’(H, ) % L2( R2 x I&? + ) x L2( lRz x 52 ~~ ) 
PROPOSITION 8. Les trois champs X,, X2, T se lisent par la transfor- 
mation 9 suiuant, oti Y( f~7) = (f +, ,f ~ ): 
.Z(X,cp)= 2&$&,2ifix;f -) 
( 2 
LZ( TV) = (2izf +, 2izf - ), 
Preuoe. Les relations concernant f + rbultent du lemme et celles con- 
cernant f - s’obtiennent en ecrivant z = --jr/ et en utilisant ce meme 
lemme en permutant les indices. 
Remarque. X, et X2 operent sur f + par la transformation 2 par la 
seule action de xi, T et x’, jouant le role de parametres. Au contraire c’est 
xi qui agit sur f ~ avec z et x; comme parametres. 
III. IMAGE PAR 9 DE LA CONVOLUTION SUR H, 
DEFINITION. On dttinit sur Hi la convolution a gauche par 
(cp *H $)(X1> x2, t) = 
s 
dg-‘(Xl, x2> t)) cp(g) & 
H 
Od s-‘(xl,xz,t)=(x,--x;, x2-4, t-t’+2(x;x,-x,x;)) si 
g = (xi, x;, t’) et dg est la mesure de Haar de H, qui vaut dg = dx; dx; dt. 
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THBORBME 9. Soit 9(q)=(f+,fp),P(IC/)=(g+,g-)et Z(q*,$)= 
(h+, hK), alors 
1 
h+ (x,, x2,7)=--- 
2,/5 i 
e -i”‘i’f+(91,x2,7)g+(x1,12,7)d~ldiz 
1 
h-(x,, x2, 7)=- 
2fi I 
ep ‘“‘i’f--(~~,r2,7)g~(1,,~2,7)d~2di,. 
Preuve. On calcul d’abord cp * I/I en termes de @ et 5: 
vGG(al,~2,7)= e J‘ -“‘cp(al--{,a,-xi,t-f’+2x;a,-2x;a,) 
x Ii/(x’,, x;, t’) dx; dx; dt’ dt 
que l’on kcrit en faisant apparaitre dans l’exponentielle les termes 
correspondants de cp et $: 
qy+(a,, az, t)= e+2i7(x;a2px;cll) dx’, dx; 
s 
e--““t//(x;, xi, t) dt’ 
Soit 
I 
, 
x e -ir(t-t +%~*-~4Qp(al -x;, a2-x;, t-t’ 
+2x;a,-2a,x;)dt. 
Ceci laisse prhager une skparation de h+ en fonction de f + et g+ et de h- 
en fonction de f et g- 
(a) Pour z>O, h+ =s,y’(~ZTj)+; soit 
h+(x,, x2,7)=7 ,:‘; j” e-iA(%x)q$j,(a, 7) dx 
avec a = (a,, a,), x = (x,, x2). On remplace alors @ et $ en fonction de f + 
et g + et on obtient alors 
h+(x,, 
,i{ A(a - ~‘,a) + AWL) ~ A(a,x)} 
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avec [= (11, c2), q = (q,, q2). On transforme le coehicient M de i dans 
l’exponentielle comme suit: 
M=A(a-x’, q)+A(x’, &A(a,x)+2z(x;a,-x;a,) 
M=2JrS{a,(92-X2)+a2(~,-xl)-X;(?*-iZ)-x;(~l-il)} 
+ 4z(cc,x; - x; xi) 
+x,x,-~,?*-i,i* 
on integre d’abord en xi; ceci fournit une masse de Dirac en xi = a2 - 
(l/2 J&h - 12) au coefficient 2rc/4r prb. On intbgre ensuite en xi, ce qui 
consiste a remplacer partout xi par cette derniere expression. Done apres 
integration en xi puis xi, on a: 
On integre, aprb simplification des termes, en ~1, ce qui fournit une masse 
de Dirac en q2 -x2 au coefficient n/A pres. On integre ensuite en q2 ce 
qui consiste a remplacer partout T,T~ par x2. De m&me n ~1~ puis en ii dont 
le resultat consiste a remplacer i, par x1 et a multiplier par z/J;. On 
obtient ainsi: 
($)3(-$2; I ei(xlx2--xlx2-q112)f+(~,,~2, t)g+(x,, c2, z)drjl dc2 
(/I) Si t < 0, les roles des premieres et secondes variables sont inver- 
ses et le calcul est en tout point semblable. 
IV. TRANSFORMATION DES FONCTIONS DE LAGUERRE 
Depuis les travaux de P. Greiner, on connait le role fondamental joue 
par les fonctions de Laguerre dans l’analyse harmonique du groupe H,. On 
va montrer que la transformee de Leray est particulierement bien adaptte 
dans ce contexte. 
Les polynbmes de Laguerre Lp) d’ordre p sont donnts par la fonction 
generatrice suivante (p, k = 0, 1, 2...): 
1 -xz 
(1 -.),+I exp 1-z ( > =kx 2 
Lp( x) Zk 
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Les fonctions de Laguerre sont alors dkfinies par 
DEFINITION 10 [4]. Les fonctions exponentielles de Laguerre sont don- 
nCes par 
2 Id Bg(z, z) =- K (sgnp)P lip)(2 ITI 1~1~) eipe 
si 8 = arg z; fp, k = 0, 1, 2 ,... . 
Un calcul direct montre que: 
LEMME 11 [4, Proposition 4.141. Si 2 = t(R, + if,), t > 0, 
Z~p(z, z) = -J2zk syll) (ka 1) 
= 0, k=O. 
DEFINITION 12. Les fonctions d’Hermite normalistes sont dthies par 
h,(x) = 2-“‘2(n!)-1’2 (TC-“~ H,(x) e-Xz’2 oti H, est le n-i&me polynbme 
d’Hermite dtfini par 
e 2-r2= f H,(x) 5. 
II=0 
TH~~OR~ME 13. Pour z > 0, p, k = 0, l,... 
S;‘(2p))= 2 “2 ik+phk(Xl) hp+k(Xq). 0 IT 
Preuve. On dtmontre la premikre formule, la seconde &ant obtenue de 
fason analogue. On utilise le lemme 11 ci-dessus pour ktablir une relation 
de rkcurrence permettant de se ramener au calcul de S,‘(8$,‘)); on a ainsi: 
Y,‘(Z81p)) = -J2zk 9y(8pe+l”) (k> 1) 
et 
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Par la proposition 8 nous avons: 
En changeant les indices, nous arrivons done A 
( - i)P 2 -PI2 (P) 
pp(jqP’) = 
Jm...(k+p) x2+& ~~l(~~o!P). 
( > 
Comme 
On remarque que 
Pour trouver S,‘(ZL”)), on va calculer l’image par S; ’ de la fonction 
gCntratrice puis on dtveloppera en z et on identifiera les termes de degrk n. 
LEMME 14. 
Sj ‘(e -ar1~r12) = J& exp 
1 
-&lx12} exp{ix,x2$$] 
oti Ix12=x:+x;, a>o, T>O. 
Preuve. Par difinition 
or 
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que l’on intkgre de fagon Cltmentaire en 
S-l(plxP) = ~eix1x2~J&ex~{-2i~) 
x exp 
1 
-& cx:+x:)) 
soit 
SAI(,-UTI.42)= J&q exp i -&(x:+x$)} exp{kIx2$$}. 
Done revenant aux fonctions de Laguerre, on peut krire 
On a ensuite le 
LEMME 15. L’image par S;’ de la n-i&me fonction de Laguerre 
ljp’(2~ Ix]‘) est don&e par 
S,‘(l~“‘(22 IXl’))=L 1 H,(x,) Hn(x2) ep1x12i2 
2”n! fi 
oti H, est le n-it?me polyncime d’Hermite. 
Preuve. Si nous posons t = iz, nous obtenons la forme suivante pour le 
membre de droite de l’tgalitk (*) 
ykJbe 
- Ix12/2e ~ (G/(1 - f~~)lxl~e(2t.r,x~/(1 - 9)) 
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ou encore, Ccrivant 
on observe que l’on obtient la formule de Mehler: 
od H, est le n-i&me polyn6me d’Hermite. 
Fin de la dkmonstration du thCor&me 13: on observe tout d’abord que 
H,(x) e-x2’2 = 2nH,- ,(x) eeX212. 
D’Oh 
Hk+Jx2) e-“:12= 2P(k+p)... (k + 1) Hk(x2) e-“:‘2. 
Nous avons done 
( - j)” 2 -Pi2 2P(k+ l)...(k+p) 
= &+ l)...(k+p) 2k+qk+p)!fi 
x ik+PHp+k(~l) Hk(x2) eP”‘*‘2 
et en utilisant les fonctions d’Hermite normalistes (dkfinition 12): 
x ((k + ,$!)“2 (k!)“’ hp+&,) h&2). 
Soit 
jkhp + k(X‘) hk(X ) 2 . 
n 
v. DEUXI~ME APPLICATION: LES FONCTIONS HOLOMORPHES L2 SUR H, 
PROPOSITION 16. L’image par A? de l’espace des fonctions holomorphes 
L2 sur H est (0) x exp( -xi2/2) L2(R x R’). 
CALCUL SYMBOLIQUE EXACT 261 
Preuve. Par definition, une fonction holomorphe cp sur Hi satisfait 
(Xi - ix,) cp = 0. Ceci donne en prenant l’image par 9: 
-pour T < 0, af -lax; + X; f - = 0; soit 
f~(x;,x;,~)=exp(-x;2/2)g-(x;,z), 
-pour t>O, df+/ax;-x;f+ =O; soit 
f+(x;,~;,Z)=exp(x;~/2)g+(x;,r), 
qui ne peut &tre de cart-e sommable que si g+ E 0. 
VI. CALCUL SYMBOLIQUE SUR H, 
DEFINITION. On appelle symbole de l’operateur differentiel r l’image 
par ,Y de la distribution qu’il defmit vis a vis de la convolution sur Hi. 
(a) Symbole de E’identitL La distribution associee est 6(x,) 6(x,) s(t). 
Son image par la transformee de Fourier en t est 6(x,) 6(x,) et par Y;‘, si 
r>o: 
f/2 \/;(x,x;+x;.~~) -2rx;.~;--x,X~}~(~;) 6(x;) dx’ 
- & eixlx2 - 
7c . 
Done, avec un calcul identique si r < 0: 
(b) Symboles de X, et X2. La distribution associee a X, (resp. X2) est 
telle que si l’on note par ~~,(xi, x2, z)= (a,+,, G;,) son symbole (resp. 
(~~~(xi, 2, r)), on aura pour z > 0, par la loi de composition: 
1 
u,lcxiV)zz,i; j c:,(vI, x2, ~1 CP+(X~, C2, t) eeislc2 dul di2 
pour i= 1,2 et rp une fonction C” a support compact. Par l’action calculte 
au III, on aura done, en utilisant le theoreme 9 et la proposition 8, pour 
t>o: 
1 
- 
2J s 
e-‘q’120&(vlr x2, T) v+(xl, 12, z) drl, dC2 
=2iJx,cp+(x,,x,,z). 
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Le calcul est identique pour z > 0, A la permutation des indices 1 et 2 ph. 
En observant que J e-itlli2ei~1x2 dq, = 27r6([, -x2) on obtient done: 
ox,(x,, x2, 7) = 
( 
2i z x2ei-“1”2, -2 171 XIeix,x2 
71 77 1. 
De m6me pour X2, si z > 0: 
1 
- 
2J; s -’ 
e rqti2a&(vll, x2, 7) (P+(x~, 12, 7) dvl di2 
=2&g 
2 
on doit done trouver o& tel que 
I 
e -‘q’czo~2(~l,x2, 7)dql =476’(i2-x2) 
soit 
oG2(x1, x2, 7) = ix, erxl ‘* -. 
71 
(c) Symbole de A, = q + z. Puisque 
~(X1(p)+ =2iJx,Y(q)+ (7>0) 
on a 
Lq(x:+~)cp)+ =47 gx; Ltycp)‘. 
{ I 2 
De m&me, pour 7 < 0, on a: 
8((xf+g)q)- =4 171 g-x: 9((p)-. 
i 1 1 
D’oli, (7 > 0): 
1 
- 
2fi f 
e-Lqli*~,,(vll, x2, 7) -!%cp)’ (xl, 12, 7) drll di2 
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et par suite 
(d) Calcul du symbole de AH’. On doit chercher II/ tel que 
Y(A,$) = Y(id) = 
$ eixLx2 fi 
e’*lx2 T, 
> 71 . 
Soit T(x,, .x2, ) le symbole inconnu de II/; now avons alors 
on utilise les fonctions d’Hermite hk dont nous avons rappele la definition 
(definition 12). Ces fonctions forment un systeme orthonormal pour le 
produit scalaire L2. D’autre part, on a: 
h, = -(2k + 1) hk. 
Ecrivons: 
et 
r= -; yk(x1)(2k + 1) hk(x2) 
J- 2 i.qx2 =-e 
rc 
Pour calculer les yk, on prend le produit scalaire avec h,: 
J;; -’ -7,(x,)(21+ l)(h,, h,) =y s e ‘XLXZh,(x2) dx2. 
Or la transform&e de Fourier de h, est don&e par: 
+Je -i*‘x*h,(x2) dx, = i’h,(x,)( - 1)‘. 
264 
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y,(xl)= -JT; WXl) 
71(21+1) 
ce qui donne 
Remarque. P. Greiner a calculk l’expression de d; ’ en fonction des 
fonctions de Laguerre dans [4]: 
Si nous appliquons la transformation S, l, en utilisant le thtorkme 13, nous 
obtenons 
S,l(d”,‘) = qx,, x2,7) = 0 -2 1/2 c 4 17, T;k*+ 1) hc(x1) hb2). 717 
VII. CALCUL SYMBOLIQUE MATRICIEL 
On dkveloppe f + et g + en fonction des fonctions d’Hermite normaliskes 
f+(X1,X2,7)=Cfk:(7)~k(X1)~,(Xz) 
g+tx,, X2? 7) = 1 gA(7) hl(Xl) k(x2). 
On a alors 
1 
h’(x,, x2, t)=- 
2fi 
J 
f’(~~,x~,~)g+(x,,x~,~)e~‘“~“~dx~ dx; 
sachant que 
j,(x;) eeixixi dx; = (- 1)” i”h,(x;) 
et que 
J h(4) k(4) dx’, =h,c,,, 
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donnt: par 
D’oti la 
PROPOSITION 17. Si la rnatrice de f + sur les fonctions d’Hermite est 
( f $ ), celle de g + (g:,,), la matrice de l’image par la transformPe de Leray de 
la convolution qu’elles dbfinissent est don&e par 
De m&me avec f -, gP et h-, on aura: 
h,)- = 
Remarque. Nous savons grlce g [4, thtorbme 4.3.11 que 
gp*py = 
pp+Y) sip+k=m 
0 sinon. 
Appliquons 9’;’ des deux cbtts. Nous devons avoir 
), 
p+k=m 
sinon 
comme Y,‘(Tj’))=m ijh,+,(x,) hj(x2) et que l’image par 9;’ de la 
convolution est donnt: par un produit matriciel oti 
f&(T)={;k& 
si cr#k+p ou /I#k 
si a=k+p et fi=k 
g:,w= 0 1 
si y#m+q Ou 6#q 
Iyh$i si y=m+qet 6=m 
on obtient comme coefficient de h,(xI) hS(x2) pour 9;‘(81p)*8$)): 
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coefficient qui est toujours nul sauf si 
y=m+q 
6=m=k+p 
/?=k. 
11 ne subsiste qu’un seul terme: 
J- ; (-iy+p ikim ; g h,+,(x,) hk(X2) Js 
soit 
image de .@‘+Y) par 9;‘. 
VIII. LA SITUATION POUR LE GROUPE ff, 
Nous ttudions maintenant, en suivant les lignes precedentes, la situation 
du groupe d’Heisenberg d’ordre n H n E R2” x IR. Le point gentrique s’tcrira 
(x, 2) oil x = (x, )...) x,, x, + , )...) x,). La loi sur H,, est donnee par 
(x,f).(y,s)= 
( 
x+y,t+s+2 f (Xjyi+n 
j= 1 
-"J+nYjJ). 
Les champs de vecteurs invariants a gauche sont les suivants: 
x,4++2xj,, g (1 <jGn) 
I 
Xj+,cp =$-- 2x, 2 (1 <j<n) 
/+n 
La transformation de Leray est delinie par la fonction gentratrice 
A(x,y)=‘i(Px,x)-(Lx,y)+~(Qy,y) 
ou P, L, Q sont des matrices 2n x 2n symetriques reelles don&es par le 
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LEMME 18. Duns la transformPe de Leray, on a 
avec 0, matrice nulle d’ordre n et I, matrice identitk d’ordre n. 
Preuve. Comme nous l’avons vu au paragraphe II nous identifions, par 
l’isomorphisme de Von Neumann (fj, fj+ ,,) obtenus a partir de (X,, A’,+ ,,) 
par transformee de Fourier partielle en t, avec (x,, d/dx,) on est conduit a 
poser 
et 
La matrice de la transformation s: (x, c) H (A!-, [) est donnte par 
on exprime que la transformation est symplectique t on trouve A= 2 J. 
Pour obtenir A(x, i), il suflit d’bcrire que aAjax,= tj et aA/iXj= -f, 
(1 d j < n). On obtient saris peine P, L, Q comme annonces puisque 
A(x,‘)=~J; f (xjij+n+i,xj+n)-22 f XIX/+,, 
j= 1 ,=I 
PROPOSITION 19. La transformbe de Leray S, dkfinit un isomorphisme de 
L2(lR2n) sur L2(lR2n) via: 
I’inverse ttant dkjinie par S, avec B(x, y) = -A( y, x). 
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Preuue [S]. 11 s&it de determiner I’indice de Maslov m(A) de la trans- 
formation A. Ici m = ,/m = in2nF/2 en prenant Arg @ = 
n(77/2). Done m(A) = n. Comme: 
S,(f)(x) = & ( > 2n’2 &iiz SW*” e’-Qf(y) dy. 
On en dtduit le rtsultat. 
COROLLAIRE 20. Pour T > 0, on a les relations suivantes: 
ainsi qu’en permutant les indices j et j + n dans les expressions donnant les 
opkrateurs Zi et Xj+,. 
On dtlinit ensuite la transformation 9’ de L2(H,) dans L2(R2” x R+) x 
L2(R2n x W) par 
ou @ dbigne toujours la transformee de Fourier partielle par rapport a t. 
On Ctend SA au cas r < 0 en tcrivant T = -ItI. On a ainsi: 
PROPOSITION 21. Les champs Xi, X,, n, T se lisent par la transformation 
.Y suiuant, oti LY(cp)=(f +,f -): 
9(xjcP)= 
( 
ZiJ;Yj+,f ‘(Y), 2 JTi g (Y)) 
J 
y(xj+nrP)= 24 F (Y)92ifiYjf. -iY)) 
( J+n 
3’(Tq1)= (I&f +, -2i ITI f -). 
Preuve. Identique a celle du paragraphe II. 
IX. IMAGE PAR 3 DE LA CONVOLUTION SUR H, 
DEFINITION. On d&nit sur H,, la convolution a gauche par 
(Cp *H $)(x, t) = 5, cP(Y, s)-l(xv t)) ‘,hY, s) 4 ds. 
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THI~OR~ME 22. Soit .Y(cp)=(f+,f-), LZ($)=(g’,g-) et Y((p*$)= 
(h+, h-). Alors 
q *H 7ta,T)=IR e -ifT(p(a-x, t-s+2C(xjaj+,-xj+,aj)) 
x $(x, s) dx ds dt 
que I’on krit en faisant apparaitre @ et 5: 
pZZka, z)= s lWZn exp(ZT C (Yjaj+n -oljYj+,)} @(a-Y, T) $CY, z, dY. 
On mhe ensuite le calcul pour z > 0: 
exp{ -iA(a, x)} &$(a, z) da 
ou encore 
x exp i(2z(C yjaj+n - ajYj+.)}f+(Yl,T)g+(i,?)dadrd~dY. 
L’exponentielle s’kcrit aussi: 
exp i{C YjC2 Jr;(i,+,-~j+.)-445(Yj+.-cl,+,)l 
-t2Js 2 ajrlj+.+2J; C ?jtaj+,-Yj+“) 
y2J;C (ajxj+fz+aj+“xj)+2JCY,+.5, 
+C XjXj+n- 1 VjVj+n-C ijij+n> 
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on integre en yj puis en yj + n. Ceci consiste a annuler yj et a remplacer y/- + n 
par Clr+n -(l/2 fi)(Vj+n - [, +n) et a multiplier par (n/2z). On fait cela 
pour tous les indices j de 1 a n. On obtient alors comme coefficient dans 
I’exponentielle: 
exp i(2z C ajqj+n- 1 (C.i+nrlj+ijtl,+n)+C XjXj+n 
l I2 J; C ("lj+.ij-cC,xj+.-~j+.xj)}. 
On integre alors en aj puis rl, + n, ce qui consiste a annuler c1~ et a faire 
yJI+n=xJ+nt + de m&me en olj+, et en c,, pour toute indice j de 1 a n, on 
obtient alors exp{ -i C ~li[~+~}; d’oh le theoreme. 
Comme application, nous obtenons tout de suite le calcul symbolique en 
developpant f’ et g+ (resp. f - et g-) en fonction des fonctions d’Hermite 
normalisees: 
et 
(idem avec f - et g - ). 
PROPOSITION 23. Le tenseur assock? ri h + (resp. h ~ ) image de Leray de 
la convolution dkfinie par f + et g+ (resp. f et g-) est dtitermink par 
(-‘Yk’~‘k’fk:...k”[ ,,.. r”g;...p,& ,... , 
(-l)‘k”‘k’fpl...p,&l...&,g; ,_  &,, I ..., n
auec Jkl =k,+ ... +I?,,. 
Preuve. 11 s&it d’observer que 
&ffe -iv’i’+n~&j(~j) h”,,(cj+,) dqj dcj+n = (- l)q~ iql 6,, 
(6,, est la fonction de Kronecker). Ceci represente la contraction des ten- 
seurs correspondants comme dans [ 1, 21. 
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X. IMAGE DU LAPLACIEN 0 WR H, 
Comme nous l’avons constatk, la situation sur H, se d&compose par la 
transformbe de Leray en une juxtaposition d’ktats correspondants. De 
m&me, si nous considkrons le laplacien de Kohn 
nous avons: 
j= I 
PROPOSITION 24. 9(0,)=4 JzI [CycI (d’/iYJyj-yf)] Lifq. 
Note added in proof Remarque. L’image de Leray de l’opkateur de Hans-Lewy est (a des 
constantes multiplicatives pres) les opkrateurs de Mizohata: 
m=(i4(-&+x*). J?(&)). 
Y apparait done comme une transformation canonique de la variett dans le tibre 
cotangent. Si l’on cherche le symbole (y+, y-) de l’inverse de Y(Z), on peut poser 
En utilisant (d/dx + x) h, = &h,_ , et (d/dx - x) h, = -dm h,, , on trouve 
y+ =Co(r,x,)ee2/*- 
4 U(Z)-ym =- e’xl”‘- h,(x,) h,(xz). 
K 
Or h,(x,) h,,(x2) est I’image de Leray (pour r < 0) du noyau de Cauchy-Szego. On voit ainsi 
que y + est inverse a droite mais non y Un calcul direct montre que l’image de Leray de F$‘+ 
inverse a droite trouve par Greiner et exactement y + 
Si l’on prend I’expression de Greiner de l’inverse a droite 
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et si l’on prend l’image de Leray, on a: 
Or 
D’Oti 
qui redonne l’expression de y +. 
11 est facile de faire la somme de la skrie donnant W (cf. Greiner [4]), 
w= z 
n2(lz14+ r2) 
et de m&me C = 1/x2( 1.~1~ + it)*. Ceci donne 
ZW=I-c. 
TH~O&ME. L’image de Leray pour T < 0 des fonctions de Laguerre es1 do&e par: 
S,‘(Yip)) = 21rJ “’ ikh,+k(x,) hk(x2) 
( > x 
S,‘(Yimp’)= Z!J! Ii2 iPmKhk(xl)hp+,Jx2) 
( > H 
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